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数学物理方程篇·第一章学习讲义

数学物理中的偏微分方程

基本概念 → 微元建模 → 初值与边界 → 达朗贝尔公式 → 叠加与齐次化。按教材顺序展开概念、例题、

证明主线与解题条件；每章附原书习题路线和自编检查题。

严镇军教材配套讲读 教材205—236页 24道自编检查题 离线SVG公式与图解
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从这一章开始，教材进入第二部分，章号重新从1开始。前面的“复变函数第一章”和本章是不同章节，文

件名、目录和图号会明确区分。

这一章最重要的能力，是把一段物理描述翻译成完整的定解问题：未知量是什么、在哪个区域满足什么方

程、开始时怎样、边界上怎样。 暂时不要求看到任何偏微分方程都能解；先把模型和条件写对，再学达朗

贝尔公式、叠加与齐次化这些解题工具。

对应原书印刷页205—236，扫描PDF第211—242页。正文205—234页上部，习题234—236页。按原书1.1

基本概念、1.2典型方程、1.3定解条件、1.4解法、1.5两条原理的顺序重新讲解；为便于阅读拆成十节。保

留主要例题、证明主线和星号内容，并说明第一轮的掌握边界。

本章学完应能独立完成：判阶数、线性与齐次性；从受力或守恒写出方程；正确区分波动和热传导的初值

数量；把固定、绝热、给定通量、热交换写成边界条件；用达朗贝尔公式解全直线初值题；用特解或时间

积分处理非齐次项。后面附原书1—12题的路线，以及24道独立编号的自编检查题和完整解析。

学习顺序：先跟着例题写关键步骤，再独立完成检查题，最后按习题路线回到原书。证明段落均说明用途，不要求第一轮逐行

背诵。

本章目录

1.1 偏微分方程与解的基本概念 教材205—209页

1.2 典型方程与弦振动模型 教材209—212页

1.3 热传导扩散与稳态方程 教材212—215页

1.4 静电势与电磁场的方程 教材215—217页

1.5 初始边界条件与定解问题 教材217—222页

1.6 弦端条件与适定性 教材223—225页上部

1.7 达朗贝尔公式与广义解 教材225—228页

1.8 叠加原理特解与齐次化 教材228—234页

1.9 原书习题路线与公式速查 教材234—236页

1.10 二十四道自编检查题与完整解析 全章复习
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数学物理方程篇·第一章 / 1.1

偏微分方程与解的基本概念
教材205—209页

1.1 · 教材205—209页

01 一个未知函数依赖多个变量，求导时先说固定谁

弦的位移写成 ：固定 看 ，研究某个位置如何运动；固定 看 ，研究这一时刻弦的形状。偏导数

与 正是这两种不同变化率。

含未知多元函数及其偏导数的关系式叫偏微分方程。常微分方程中的未知量通常依赖一个自变量；这里多

个自变量使解的自由度更大，不能只靠几个常数描述所有可能状态。

例如 中的 是时间， 是空间； 中 都是空间。判断需要什么初始条件时，要看

时间导数阶数，不能只看整个方程最高阶。

1.1 · 教材205—209页

02 阶数线性齐次：三个问题分开判断

阶数是出现的最高阶偏导数。 是一阶方程； 是三阶方程，原书用它说

明并非只研究二阶模型。

线性要求未知函数及其导数以一次线性组合出现，系数只能依赖已知自变量。例如

是线性方程； 、 、 则使它非线性。变量系数不等于非线性，常系数也不自动保证线性。

对线性方程，把全部含 的项放在左边，写成 。若 ，称齐次；否则非齐次。 虽有

本身，仍是齐次。齐次性不是“式子里有没有常数系数”。

方程 阶数 线性 齐次性

二阶 线性 齐次

二阶 线性 非齐次

一阶 非线性 本章不套线性齐次分类

三阶 非线性 本章不套线性叠加原理
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1.1 · 教材205—209页

03 拉普拉斯算子：把空间方向的二阶导数相加

常用记号为

下标表示空间维数，不把时间算进去。三维波动方程 有四个自变量，但空间拉普拉斯仍是

。

教材给出一般二阶线性常系数算子

这里 可通过合并混合导数实现。第一轮不必背全部下标；需要理解“线性算子”就是把求导、乘

已知系数、相加打包成一个符号。后面叠加原理靠的就是 。

1.1 · 教材205—209页

04 什么叫一个解：代入以后在指定区域内成立

给定函数能满足方程，就称它是一个解。必须同时说明区域和光滑性，奇点处不能默认也满足。

三维中 ， 为到某个固定点的距离，在 满足 ；在源点 无定义。二维 也在

调和。把源点偷偷包括进去，会把物理点源与无源区混为一谈。

原书例1设 代入二维拉普拉斯方程：

所以条件为 。若 都限为实数，只能 ；要得到非平凡的纯指数形式，通常允许其中

一个参数为虚数。再取实部、虚部，可以得到

这些都是真实的调和函数。不要同时说“ 是实数”又未经解释写 。

1.1 · 教材205—209页

05 积分常数变成任意函数：原书例2

对 ，因为求导时固定 ，积分得
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“常数”只是不依赖被积分变量 ，仍可任意依赖 。原书的 先变成 ，所以 ，

再积分得到

每次积分都要保留其他变量的自由函数。这类题比复杂方程更适合检查是否理解偏导数。

任意函数的数目与方程阶数有联系，但不能把“一阶一个、二阶两个”当成所有PDE、所有区域的无条件

定理。这里它解释几个可直接积分的例子，具体模型还要结合条件。

1.1 · 教材205—209页

06 波动方程的两个行波：原书例3

对 ， ，令

链式法则给出

展开平方， ，所以方程变成 。由上一段积分，

是向右的行波，因为保持同一特征值 时， 随时间增大； 向左。

负号对应右行，是解出波峰位置的结果，不是靠箭头记忆。
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图 P1-1 追踪波峰：F(x-at)右行，G(x+at)左行

波速a=1，波峰位置分别为±t

x0

F(x-t)G(x+t)

灰色为初始单个轮廓；绿色右行，橙色左行。

保持x-at为常数，就得到x随时间向右增加；不要按括号符号猜。

图示 t=1；当前t=1，右行峰位于x=1，左行峰位于x=-1。这里分别展示两个分量。

数学物理方程篇·第一章 / 1.2

典型方程与弦振动模型
教材209—212页

1.2 · 教材209—212页

07 三个典型方程究竟在描述什么

模型 典型方程 主要未知量 演化或稳态

波动 位移、某个场分量 二阶时间演化

热传导或扩散 温度、浓度 一阶时间演化

泊松 电势、稳态温度 不随时间演化

原书热方程也常把系数写成 。本讲义用 表示热扩散率，避免把它和波速 混在一起；遇到教材

时，直接对应 。
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量纲也不同： 波速 的单位是长度/时间，扩散率 的单位是长度平方/时间。形式里都有二阶空间导数，不

表示物理传播方式相同。

稳定状态令 ；对真正不随时间变化的函数，也有 。注意仅在某一个时刻 并不代表过程

已稳定，振动到最高点时速度也可暂时为0。

图 P1-2 波动平移、扩散展宽、稳态不随时间改变

波动 扩散 稳态

形状平移 峰降、展宽 与t无关

本图对比典型行为；不同模型需要的时间初值数量也不同。

灰色示初始轮廓：理想行波只平移，扩散会展宽，稳态问题没有时间演化项。

1.2 · 教材209—212页

08 建模前的假设，哪些会在题目中改变方程

理想弦模型忽略弯曲刚度，只考虑张力沿切线作用。取 为横向位移，假设纵向位移可忽略，且小斜

率 ，这样弧长约为水平长度，张力的横向分量可线性化。

“小振动”不仅指位移绝对值小，还要斜率小。高频、短波长形状即使振幅不大，也可能斜率很陡。

原书线密度写 ；这里临时写 ，明确它的单位是质量/长度，和热学的体密度 区分。外力密度

单位是力/长度。

如果题目增加阻力、弹性支撑或变密度，要回到力的平衡式改项；不能只背最简的 。
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1.2 · 教材209—212页

09 微元受力：两端张力的差产生曲率项

取区间 。张力水平分量近似为同一个常数 ；左右端竖直分量相减，净力约为

加上分布外力 ，牛顿第二定律为

约去 ，得到

原书更细地把张力分成水平、竖直分量，先从水平平衡说明水平分量不依赖 ，再用小斜率和近似不伸长把

它当常数。第一轮要会“净力差＋外力＝质量×加速度”的主线，不必背每个向量符号。

图 P1-3 弦微元：端点横向张力的差，加外力，等于质量乘加速度

微元区间 [x,x+Δx]

x x+Δx

左端张力

右端张力

外力 gΔx

ρℓ Δx·u_tt = T[u_x(x+Δx)-u_x(x)] + gΔx

左右张力都沿弦的切线、指向微元外侧；竖直分量相减形成曲率项。外力箭头仅示方向示例。
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1.2 · 教材209—212页

10 均匀弦波速与常见附加项

均匀弦 为常数，

张力增大，波速增大；线密度增大，波速减小。 时叫自由振动， 时叫受迫振动；是否有初始形

变，是另一件事。

若单位长度阻力为 ，则

若还受到单位长度回复力 ，左边再加 。符号可以从“阻力反向于速度、回复力反向于位移”检

查。

若张力 为已知变量，净力形式应保留 ，通常不能直接写成 。本书最简模型中的常系

数来自假设，不是普遍规律。

数学物理方程篇·第一章 / 1.3

热传导扩散与稳态方程
教材212—215页

1.3 · 教材212—215页

11 傅里叶定律：负号把热流指向低温

令 为温度，热流密度向量为

沿单位法向 向外流出的热量密度为 。温度梯度指向升温方向，热流沿相反方向。

例如一维 表示左热右冷， ，热向右流。负号不是装饰，边界条件的符号也由它决

定。

注意 为导热系数，不是热扩散率；热扩散率还要除以体积热容量 。
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1.3 · 教材212—215页

12 热平衡：净流入加热源，等于储热增加

取体积微元 。沿 方向的净流入约为 ，另两个方向同理。若体积热源密度为 ，产生

热量 。

温度变化储存的热量为 。守恒给出

常量假设下是这个形式；若 随位置变化，应写 ，不能漏掉系数梯度产生的项。

原书用长方体的六个面逐一相减，是对散度形式的具体展开。讲这段的用途是帮你给源项除对系数，并判

断正热源应使温度上升；第一轮会重建守恒等式即可。

图 P1-4 热微元：净流入＋热源＝储热增加

储热变化 = 净流入 + 热源

流入 流出
体积热源 Q

cρ·u_t

所有量除以 ΔV·Δt：cρ u_t = kΔu + Q

源项Q是每单位体积每单位时间产生的热量，归一化后要除以cρ。

图中流入、流出均按各自物理方向标记；守恒中用流入减流出，再加热源。

1.3 · 教材212—215页

13 一维杆不等于热量只能存在于一根数学直线上

均匀细杆沿 放置，若每个横截面内温度近似相同，侧表面绝热，便可令 ，得到
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如果截面积 为常数，它在传热量、热源总量与储热量中都出现，最后约掉。若截面积变化，则应保留

若侧表面向环境温度 散热，单位长度散热量为 ，其中 为截面周长，则再加损失项

。只有“侧表面绝热”时才能把它省掉。

这段会直接用在建模题。题目说的“均匀、细杆、侧面绝热、无热源”分别对应不同简化，不应把四句话

都当背景略过。

1.3 · 教材212—215页

14 扩散方程：把热量换成物质守恒

浓度 的物质通量服从菲克定律 。无源时守恒为 ，所以

常数 时就是 。有生成或消耗过程时再加相应源项。

和热传导的共同结构是“通量沿梯度反向＋局部守恒”，因此同一套解法可以用于温度、浓度等不同物理

量。第一轮不必另背一套扩散推导。

1.3 · 教材212—215页

15 稳态泊松方程与高斯形状的扩散

热平衡若进入稳态， ，则

无热源才是 ；有源的稳态仍可不是调和函数。泊松右端的负号来自把源项移到另一边。

一维热方程的基本高斯核为

随时间增大，峰降低、宽度增大，而全直线积分保持1。这个图帮助区分扩散与不变形行波。原书习题3要

求验证一个与它相差常数因子的高斯解；本章先认识、会验证，卷积求一般初值的系统方法以后再学。
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图 P1-5 热核的峰降低、宽度增大，总量保持

κ=1，中心ξ=0的归一化热核

t=0.3

峰值 1/√(4πt)，宽度随√t增加，曲线下面积保持1。

图形会展宽，不能把扩散解释成同一轮廓以固定速度平移。

图示 t=0.3；当前t=0.3，峰值约0.515；灰线为t=0.3的参考轮廓。

数学物理方程篇·第一章 / 1.4

静电势与电磁场的方程
教材215—217页

1.4 · 教材215—217页

16 静电势为什么满足泊松方程

均匀介质中，设电荷体密度为 ，介电常数 。静电方程为

局部无旋，或在合适的单连通区域，可以写 。代入散度式，

无电荷区才有 。如果介电常数随位置变化，应保留 。
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与前面复势约定区分： 这里 是实数电势，不需要再讨论取复函数实部或虚部。等价的二维调和函数方法

可以接上前面复变部分，但三维通常不能直接用一个复变解析函数表示。

1.4 · 教材215—217页

17 自由电磁场：为什么既能出现波动，也能出现扩散近似

常介质参数下，麦克斯韦方程组给出

对第一式再取旋度，用 ，得到

每个分量都满足相应标量方程，磁场也有同样结构。若导电项可忽略，得到波动方程，波速 。

若在所研究时间尺度上位移电流相对传导电流很小，则可忽略 对应的高阶时间项，得到扩散型近似

。对典型角频率 ，比较条件是 ；只把不同量纲的 与 直接比大小不够。

这段的用途是说明同一种数学模型会跨物理领域出现。第一轮会认最终方程、参数与近似条件即可；若不

考电磁建模，完整向量恒等式的推导可第二轮细读。

数学物理方程篇·第一章 / 1.5

初始边界条件与定解问题
教材217—222页

1.5 · 教材217—222页

18 泛定方程加条件，才是一个具体问题

偏微分方程刻画一般规律，本书也叫泛定方程。许多函数能满足同一方程；再给出初始、边界等条件，才

构成定解问题。

无界全空间的初值问题通常没有有限位置的边界；有限区间还要约束端点。空间区域必须写清，不能只写

一个PDE和几个零。

对波动方程 ，需要位移 和速度 两条初值；对热方程

，通常只给温度 。

热方程的初始时间导数不是可随便再加的独立数据： 若要求足够光滑，方程已决定

。
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图 P1-6 初值在底边给，边界在两侧给

时间t

x

左边界 右边界

u_tt=a²u_xx+f

t=0：u=φ(x)

波动还需：u_t=ψ(x)

图示 波动：两条初始数据；底边给位移与速度；左右边另约束有限区域端点，这些数据共同确定问题。

1.5 · 教材217—222页

19 三类边界条件，按“给的是哪种量”判断

用外单位法向 ，

统一描述线性边界条件。

类型 典型形式 热学含义

第一类 Dirichlet 给定边界温度

第二类 Neumann 给定通量，经过导热系数换算

第三类 Robin 与环境换热

齐次边界条件指规范写法的右端为0。温度固定为100是第一类非齐次，不因它“不随时间变化”就成为齐

次。

数学物理方法 数学物理方程篇·第一章学习讲义 · 数学物理中的偏微分方程
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空间边界的不同部分可以采用不同类型。“混合问题”在本章主要指同时有初始与边界条件，也可能遇到

边界类型混用；阅读题目时直接写清各处条件，不依赖一个词猜含义。

1.5 · 教材217—222页

20 外法向导数：左端负，右端正

区间 ，左端朝外是 负向，右端朝外是 正向，所以

给定向外热流密度 时，

若题目说左右端分别以正热流密度 流入，向外通量分别为 ，故

同样叫“向内输入正热量”，左右端写出的 符号相反。 先画外法向，再写 ，比背左右符号可靠。

图 P1-7 相同的向内正热流，在左右端对应相反的ux符号

两端都向内输入正热量

n=-1 n=+1

q₁ 流入 q₂ 流入

u_x(0)=-q₁/k u_x(l)=q₂/k

统一先写：向外通量 = -k∂ₙu；向内输入q对应向外通量-q。

左端外法向为负x，右端为正x；左右端同为流入正热量，空间导数符号却相反。

数学物理方法 数学物理方程篇·第一章学习讲义 · 数学物理中的偏微分方程
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1.5 · 教材217—222页

21 牛顿冷却定律怎样变成第三类条件

边界温度 与环境温度 不同时，向外热流为 。与傅里叶定律合并：

左端为

右端为 。如果某端绝热，条件是该端 ，而不是 ；绝热端仍可以

很热。

看物理方向检验：若杆端比环境热， ，必须有 。正负号不符合时，先查外法向的选取。

图 P1-8 同一个换热规律，左端负ux，右端正ux

左端 x=0

外法向导数 ∂ₙu=-u_x

-k u_x + h u = hθ

温度高于环境时

向外散热，u_x>0

右端 x=l

外法向导数 ∂ₙu=+u_x

+k u_x + h u = hθ

温度高于环境时

向外散热，u_x<0

同一个物理规律：-k∂ₙu = h(u-θ)

绝热对应∂ₙu=0；它不规定边界温度等于0。

外法向形式完全一致；换成坐标导数u_x时才出现左负右正。

1.5 · 教材217—222页

22 原书槽形导体与无限长条的例题

长方体内部无电荷，区域 。侧面和底面接地，顶盖电势为 ，则

数学物理方法 数学物理方程篇·第一章学习讲义 · 数学物理中的偏微分方程
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再补四个侧面 与 上 。顶盖与接地侧面接缝绝缘；若边缘给值不一致，可按各开面边

界极限理解，不能强求同一点同时等于两个不同数。

如果导体沿 无限长，几何和边界数据均与 无关，选取有界、物理上相容的平移不变解，就能降为二维矩

形域：

面给 ，另外三边给0。只说“很长”还不足以在所有位置忽略端部，要结合离端部足够远的近似或

无限长理想化。

图 P1-9 槽形导体：顶盖给电势，另外五面接地

无电荷槽形导体：Δ₃u=0

顶盖Φ(x,y)
顶盖：u=Φ(x,y)

底面：u=0

四个侧面：u=0

先给体内方程，再逐面写边界；各面交缝的数据按相应边界极限处理。

五面接地、一面给电势；原题顶盖接缝绝缘，允许开面上的极限数据不在每个棱角连续相容。

1.5 · 教材217—222页

23 原书细杆混合问题：把每一句话用到

长为 、均匀细杆，侧面绝热，内部热源密度 ，初温 ；左端与温度 的介质交换热量，右端绝

热。完整问题是

数学物理方法 数学物理方程篇·第一章学习讲义 · 数学物理中的偏微分方程
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依次检查：体内有没有源；侧面是否漏热；初温是否给定；左右端各是什么边界；左端法向负号是否保

留。

若要求一直光滑到 的角点，初温还应与边界在初始时刻相容。例如 、

。实际突变加热时可能没有这种高光滑性，仍可在 讨论较弱意义的解。

数学物理方程篇·第一章 / 1.6

弦端条件与适定性
教材223—225页上部

1.6 · 教材223—225页上部

24 固定自由弹性端：都从端点受力判断

固定端是 或 ；按已知规律运动则给 ，属于第一类条件。

若端点可沿竖直方向在无摩擦导轨滑动，且无外部横向力，端点横向张力应为0，小斜率下得 。这

是本书自由端模型，不是“端点可以任意脱离导轨运动”的另一种物理问题。

若左端受向上外力 ，左端平衡为 ；右端受向上外力 ，平衡为

。因此

再加端点弹簧回复力 ，可统一写成

左端是 ，右端是 。理解了外法向，弹性端与热交换边界在数学上都是

Robin结构。

数学物理方法 数学物理方程篇·第一章学习讲义 · 数学物理中的偏微分方程
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图 P1-10 固定端、导轨自由端与弹性端的区别

固定端 导轨自由端 弹性端

u=0 u_x=0 T∂ₙu+ku=P

固定给位移，自由给横向力，弹簧使位移与力线性关联。

导轨自由端可竖直滑动但无横向外力，因而斜率为0；弹性端为Robin形式。

1.6 · 教材223—225页上部

25 适定性：存在唯一稳定，一个都不能少

“存在”指条件能够同时满足；“唯一”指不会有两个不同解满足同一组条件；“稳定”指数据小变化只

造成适当意义下的小变化。

给少条件可能不唯一，例如全直线波动方程只给 ，仍可以任意选初速度。给矛盾条件可能不存

在，例如同时要求某边界点在同一时刻温度0和1。

稳定性不是说解永远不增长，而是说在选定时间范围与范数下依赖数据连续。对达朗贝尔公式，在

，

其中范数取相关区域，数据应覆盖影响到的初始区间。这一行也直接支持后面的广义解近似。

第一轮掌握程度： 会说明三条各是什么意思、会检查明显缺失和冲突；不要求在这一章证明所有边值问题

的适定性。纯Neumann的拉普拉斯问题还可能差一个常数，需要额外归一化；不能仅凭“边界数据写满

了”就宣称唯一。

数学物理方法 数学物理方程篇·第一章学习讲义 · 数学物理中的偏微分方程
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数学物理方程篇·第一章 / 1.7

达朗贝尔公式与广义解
教材225—228页

1.7 · 教材225—228页

26 从两个任意函数，解出给定初值

全直线齐次波动初值问题为 、 、 。先写

在 代入：

第二式积分后与第一式联立，可解出 ；两个积分常数在它们相加时抵消。最终

这就是达朗贝尔公式。第一项来自初位移，第二项来自初速度；不必每题重做求 ，但应能从这两条初

值方程推回公式。

1.7 · 教材225—228页

27 公式怎么用：先分位移和速度两项

例： ， 。位移项是

速度项为 ，所以 。检查 ，且

。

若初速度为0，初位移的形状等分为两个幅度为一半、向相反方向传播的波；若初位移为0，不能只说“分

成两个原图”，还要按积分计算速度产生的位移。

数学物理方法 数学物理方程篇·第一章学习讲义 · 数学物理中的偏微分方程
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图 P1-11 初速度为零：初位移分成两份半幅波

零初速度：每个方向分到初位移的一半

右行½φ(x-t)左行½φ(x+t)

当前 t=1.5；解是绿、橙两条分量的和。

初位移有折角时，可用平滑近似与广义解解释，不必强求处处二阶可微。

图示 t=1.5：两波分开；灰线为原初位移，两条彩色分量各为半幅；重叠时要相加，不能把两条线当成两个

解的备选。

1.7 · 教材225—228页

28 依赖区间与有限传播速度

从公式可看出 处的解只需要初始区间 上的数据。该区间之外修改初值，在这一时刻还

不能影响该点。

这就是有限传播速度 。沿 常数、 常数的两族直线是特征线，时空图中的三角形就是

依赖域。

适用范围必须记： 公式直接针对全直线初值问题。有限弦有端点，波到达端点后发生反射；若不先作正确

延拓或处理边界，不能把同一个公式无条件用于所有时间。

数学物理方法 数学物理方程篇·第一章学习讲义 · 数学物理中的偏微分方程

21 / 38



图 P1-12 当前点只依赖初始线上有限的一段数据

依赖域：从当前点沿特征线回到初始线

(t,x)

时间

x
x-at x+at

只修改这段初始区间之外的数据，不影响当前(t,x)处的解。

两条特征线分别为x-at和x+at常数；初始数据只在底部有限区间内起作用。

1.7 · 教材225—228页

29 验证公式：不只要有结果，还要确实满足条件

当 时，对公式求导。积分端点依赖 ，因此

再求一次时间导数，与 比较，恰好相等。 时积分区间缩为一点，直接得到 、 。

原书把求解分为分析、验证、解释三步：先构造候选函数，再说明可微且满足方程条件，最后解释左右行

波。第一轮不必每题写满所有导数，但遇到不光滑数据就必须知道经典验证在哪一步失效。

1.7 · 教材225—228页

30 星号广义解：折角还在，波仍然有意义

三角形初位移在顶点有折角，可能没有连续二阶导数，达朗贝尔表达式却仍能算出连续的传播图。

原书的做法是把连续初值用更光滑的 一致逼近，得到经典解 。利用1.6的稳定估计，在有限的相关

时空区域， 一致趋于同一个由公式给出的 ，把这个极限叫本章连续函数类中的广义解。

数学物理方法 数学物理方程篇·第一章学习讲义 · 数学物理中的偏微分方程

22 / 38



这不表示极限函数突然有了处处二阶偏导数。它说明可通过平滑近似得到稳定的物理波形；也可进一步用

分布或弱积分公式刻画，但本章不要求建立整套理论。

为什么要讲？因为原书拨弦题的三角初位移正好不处处光滑。第一轮需要知道“分段或折角数据仍可用适

当广义解释”，不必背逼近定理的完整证明。

数学物理方程篇·第一章 / 1.8

叠加原理特解与齐次化
教材228—234页

1.8 · 教材228—234页

31 有限叠加：方程和条件都要一起叠加

若 ， ， 都为线性算子，则

所以齐次问题的解可以任意线性组合；同一个非齐次问题的两个解相加，右端会加倍，通常不再是原问题

的解。两个非齐次解之差满足齐次方程和齐次条件。

这条原理不只管PDE，还管初值、边界：固定初位移为 时，把两个解相加初位移会变成 。做题时应写

明每个子问题分担哪一份数据。

1.8 · 教材228—234页

32 无穷叠加与积分叠加：为什么不能想加就加

后面的分离变量法会出现 。若要把 移到求和号内，必须保证相应偏导级数具有合适的收敛性；

只有函数级数收敛，不自动保证可以逐项求二阶导。

连续参数的叠加同理：若 只作用在变量 上，且交换微分与参数积分合法，

这就是把离散的“很多个小响应相加”变成积分。第一轮要理解交换运算需要条件，实际计算先用教材允

许的光滑、收敛情形；不必为每道入门题重证分析定理。

数学物理方法 数学物理方程篇·第一章学习讲义 · 数学物理中的偏微分方程
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1.8 · 教材228—234页

33 原书泊松例题：先找一个特解

求 。右端是二次多项式，二阶求导会降低次数，所以试四次多项式

代入得 ，比较系数可取

令 ，便有 。因此一般写成“这个特解＋任意调和函数”。在合适的单连通二维区域，实

调和函数可写成某个解析函数的实部；局部也可用解析、反解析部分表达。

这里不要把任意复变量 函数都当作解析函数，直接断言 一定调和； 需满足

相应解析性要求。第一轮用“任意调和 ”最清楚。

如果原问题还给了边界 ，新边界是 ，不一定为0。把方程齐次化，不等于把全部条件都

齐次化。

图 P1-13 减去特解使方程齐次，边界数据也必须随之改变

原问题

Δu=f

边界 u=g

先找一个特解 P

满足 ΔP=f

令 v=u-P

Δv=0

边界 v=g-P

方程已齐次

边界可能仍非齐次

算完v以后，把特解加回去：u=P+v。

叠加时方程、初值、边界都按同样系数组合，不能只处理PDE右端。

减特解是一种数据分担；它改变边界和初值，不能自动使所有条件变成零。

数学物理方法 数学物理方程篇·第一章学习讲义 · 数学物理中的偏微分方程
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1.8 · 教材228—234页

34 波动方程的齐次化：把连续外力分成每一刻的冲量

考虑零初值问题

其中 只作用在空间变量上。固定一个过去时刻 ，令 在 满足

每一刻的外力作为一次初速度输入，再把全部过去时刻的响应相加：

这叫齐次化原理，也常称杜阿梅尔原理或冲量原理。这里的 是过去时间参数， 才是当前时间，求 导数时

不要混成对 求导。

图 P1-14 每一刻的源都产生一个辅助响应，再对过去时间累加

过去每一刻τ，都启动一个齐次辅助响应

τ

f(τ) f(τ) f(τ)

波动辅助问题

初位移0

初速度 f(τ,x)

热辅助问题

初温 f(τ,x)

只需一条时间初值

对全部过去时间累加：u(t,x)=∫₀ᵗ w(t,x;τ)dτ。

波动源放在初速度，热源放在初温；每份辅助响应都从自己的τ时刻开始演化。

数学物理方法 数学物理方程篇·第一章学习讲义 · 数学物理中的偏微分方程
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1.8 · 教材228—234页

35 证明的关键：上限项为何第一次为零、第二次给源

含变上限积分的求导法则给出

由于每个辅助问题的初位移为0， 。再求一次：

同时 时两个积分长度为0，初值都为0。这两条端点性质就是证明核心。

若把辅助问题的初速度也设为0，第二次求导就不能产生源项，构造会失败。为什么必须记这个证明？它能

避免把波动与热方程的齐次化初值放错位置。

1.8 · 教材228—234页

36 原书受迫弦例题与总公式

对全直线 ，用达朗贝尔公式解辅助问题：

所以零初值受迫解为

若还有初位移 、初速度 ，再加齐次初值解：

源点也只能从过去的依赖三角形内影响当前点。最简单检验是常数源 ：内积分长度 ，得到

，与无空间变化时 一致。
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图 P1-15 受迫波只累加过去特征三角形内的源

过去特征三角形内的源共同产生当前响应

(t,x)

时间

ξ

τ f(τ,ξ)

τ=0

每一层τ的空间积分范围是 x±a(t-τ)，再从0累积到t。

橙线是一个固定过去时刻τ的源积分区间；三角形之外的源来不及影响当前点。

1.8 · 教材228—234页

37 热方程的齐次化：源放在辅助问题的初温

零初温问题 ，固定 后解

再令 ，求一次导数就得到

对照波动：波动是二阶时间方程，把源放初速度；热方程是一阶，把源放初温。两者的积分结构相似，但

辅助初值不同。

本章定理在全空间、空间算子不随时间变化的框架下陈述；在合适有界区域也可配相同齐次边界使用。若

边界本身非齐次，还要先分担或消去边界数据，不能只消源就宣布全部问题已齐次。
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数学物理方程篇·第一章 / 1.9

原书习题路线与公式速查
教材234—236页

1.9 · 教材234—236页

38 原书1—6题：代入验证与通解

原书题号 主线 关键一步

1(1) 二维径向调和

1(2) 三维径向Helmholtz ，令

2 两个不同方向函数叠加 链式法则、算子因式分解

3 高斯解与 极限 求对数导数，注意只在 讨论该点态极限

4 共振型特解 代 ，不要只试指数本身

5 的不变量 与 都是

6 偏积分、常微分视角、减特解 其他变量作为参数，保留任意函数

1(1)得到 ，适用 ；若要求在原点有界，则 。1(2)令 后有 ，

故

若要求原点正则，通常需 ，并用 延拓。

原书2的方程可写为 ，分别验证每一项即可。原书4代入得到

，所以 。

原书6(1)把 视为参数，得 ；6(2) ，令 ，得

，所以 。

6(3) ，可取时间无关特解 ，再加左右行波。这里 ，分母不能取

0。

1.9 · 教材234—236页

39 原书7—8题：把物理条件写全

原书7三种热杆情况都从 、 开始，再补端点：
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1. 左绝热右恒温： 。

2. 两端分别以 流入： 。

3. 左给温 、右与环境 换热： ， 。

原书8是长度 的两端固定弦，中点被拉起高度 后从静止释放。初位移是

再写 、 、 。本题只要求建模，不必提前求全时刻振型级数。

折角意味着需要分段或广义解解释，模型本身仍有用。

1.9 · 教材234—236页

40 原书9—12题：降维边值特解特征线与延拓

9(1) ，直接积分得 。

9(2)球对称波动令 ，变成 ；为了在 正则， 。把 、 作奇延拓到

负轴，再用一维达朗贝尔公式，最后除 ， 取适当极限。球面面积造成的 衰减，正是这个换元的意

义。

9(3)单位球面上给 。注意点 在球外，函数

在球内调和；球面上 ，分母平方就是 。找到合适球外点源，便得满足条件的解；

唯一性可用调和函数的Dirichlet唯一性结论确认。

星号9(4)是沿 给 、 给 的Goursat问题。本题 ，把

代入两条线，得到

每条特征线只留下一个变化的函数项，交点值被算了两次，故要减去一次。它和在 同时给位移、速度

的Cauchy问题不同。

原书10是输运方程 。沿 求全导数，积分得

星号11利用初值奇偶性：两份初值都奇，则解关于 仍奇， ；都偶则解偶，光滑时

。
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星号12固定半直线 、初位移 、初速度 。两者本来都可奇延拓，公式直接给

检验 边界、两条初值和波动方程。这里初速度在无穷远增长，并不妨碍每个有限依赖区间上的公式有

意义；也不要把它误当有限弦两端固定题。

图 P1-16 奇延拓对应固定端，偶延拓对应零斜率端

奇延拓：镜像反号，原点位移为0

x>0 的原始数据x<0 的镜像延拓

两份初始数据都奇 → 解奇 → u(t,0)=0，满足固定端。

图示 奇延拓：固定端u=0；奇延拓适配固定端；若要求初始角点连续，初位移在原点也应为0。

1.9 · 教材234—236页

41 一张表决定先写什么、再算什么

题目信号 第一动作 必查事项

判断方程 找最高偏导、看未知量是否线性 时间阶数另看

微元建模 受力或守恒 密度、热容量和源项单位

定解问题 PDE＋区域＋全部条件 初值数量与端点法向

给定热流 先写 “流入”还是“流出”

固定或绝热 位移/温度值，或法向导数 绝热不等于零温
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题目信号 第一动作 必查事项

全直线自由波 达朗贝尔公式 两项初值分开

非齐次源 减特解或杜阿梅尔积分 条件也随拆分改变

无穷叠加 先检查是否可交换求导 收敛与正则性

这一章的建模题写完后，逐句划掉题目中的已知条件，确保每一句都在模型里有位置。解题完成后，至少

验PDE、初值、边界三项。若数据有折角或突变，再说明采用分段或广义解的解释。

数学物理方程篇·第一章 / 1.10

二十四道自编检查题与完整解析
全章复习

1.10 · 全章复习 · 自编检查题

练习1 判阶数与线性

判断 和 的阶数、线性；第一式是否齐次？

展开解析：系数依赖x不影响线性

第一式二阶线性，整理成 ，非齐次。第二式一阶非线性，因为 乘着 。不能因第二式右端

为0就套线性齐次叠加原理。

1.10 · 全章复习 · 自编检查题

练习2 积分后保留什么自由度

求 的通解，并求 的通解。

展开解析：任意函数不只常数

第一式为 。第二式为 。对 积分时，积分“常数”可任意依赖 。
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1.10 · 全章复习 · 自编检查题

练习3 验证一个调和函数

验证 满足二维拉普拉斯方程，说明它是否也满足 。

展开解析：逐项求导

，相加为0。把它看作与 无关的三维函数，有 ，也满足三维拉普拉斯方程。

1.10 · 全章复习 · 自编检查题

练习4 行波的方向

沿哪个方向运动？波速是多少？满足什么波动方程？

展开解析：追踪波峰

波峰 ，即 ，向右，速度3。因 ，有 。

1.10 · 全章复习 · 自编检查题

练习5 张力与线密度

弦张力变为原来的4倍，线密度变为原来的2倍，波速变为多少倍？

展开解析：先写根号比

，所以新旧比为 。不能直接按 算。

1.10 · 全章复习 · 自编检查题

练习6 阻力项写在哪一侧

单位长度阻力为 ，外力密度为 。写出弦振动方程并说明每项单位。

展开解析：从净力等于质量乘加速度

，等价于 。每项都是单位长度上的力；除以 后每项为加速
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度。正阻力系数在左边是正的一阶时间导数项。

1.10 · 全章复习 · 自编检查题

练习7 热源应除以什么

均匀材料的热源密度为 ，比热 、体密度 、导热系数 。写热方程和有源稳态方程。

展开解析：储热系数与传热系数分开

，所以 。稳态为 ，不是 。

1.10 · 全章复习 · 自编检查题

练习8 热流方向

一维温度 ， 。求热流向量在 方向的分量，判断方向。

展开解析：梯度负，热流正

，沿 正方向流。它从左侧高温流向右侧低温。这里 是通量分量，不是温度的时

间导数。

1.10 · 全章复习 · 自编检查题

练习9 两端向内输入热量

杆 ，两端分别以正通量 向杆内输入热量。写 条件，并判断总热量增加还是减少。

展开解析：先写向外法向

左端 ，右端 。若侧面绝热且无体源，总储热变化为

，符合两端都流入。
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1.10 · 全章复习 · 自编检查题

练习10 左端热交换

杆左端与温度 的环境换热，右端绝热。写两个边界条件；若左端比环境热，左端 应是什么符号？

展开解析：Robin与Neumann

左端 ，右端 。若左端 ，由 得 ；温

度沿进入杆内的正向升高，热从左端向外流。

1.10 · 全章复习 · 自编检查题

练习11 初始条件数量

解释为什么热方程通常给一个初值，波动方程给两个。若热方程已有初温 ，再给初始 能否任意选？

展开解析：看时间阶数

热方程对 一阶，波动方程对 二阶。热方程的高光滑解满足 ，所以不能再任意指

定独立初始导数；它必须与PDE相容。

1.10 · 全章复习 · 自编检查题

练习12 完整写出热杆问题

侧表面绝热、无内源的均匀杆，初温 ，左端保持0，右端保持 ，写定解问题。

展开解析：方程区域与条件缺一不可

， ； ； 。若要求初始角点处连续，还应

。边界非齐次，因为右端 一般不为0。

1.10 · 全章复习 · 自编检查题

练习13 拨弦初位移

长度 的弦两端固定，在 处拉高 后从静止放开。写初位移与全部定解条件。
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展开解析：两段直线连接端点

初位移为 在 ； 在 。方程 ，初速度0，边界

。两段在 均等于 ，折角按分段或广义解理解。

1.10 · 全章复习 · 自编检查题

练习14 达朗贝尔公式的多项式计算

解全直线 ， 。

展开解析：分开计算两项

位移项为 ，速度积分项为 。故 。 ，初值正确。

1.10 · 全章复习 · 自编检查题

练习15 正弦位移与线性初速度

全直线波速 ， 。求解，并说明能否也满足半直线固定端 。

展开解析：先用三角和差

位移项为 ；速度项为 。所以 ，在 为0，故限制到 也满足固

定端。它不自动满足任意有限位置 的另一固定端。

1.10 · 全章复习 · 自编检查题

练习16 依赖区间

波速 ，求 处依赖的初始数据区间。若只在 附近改动初值，能否影响此点？

展开解析：用两条特征线回到初始线

区间为 。若改动支集完全在这个区间之外，例如10附近很小的邻域，则不能影响

该时空点；以后更长时间可能影响。
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1.10 · 全章复习 · 自编检查题

练习17 叠加是否仍是原问题的解

若 ，且两者满足同一非齐次边界 ，求 、 ；

一般满足什么？

展开解析：右端也线性组合

差满足齐次方程和齐次边界： 。和满足

，一般不再是原来的非齐次问题。

1.10 · 全章复习 · 自编检查题

练习18 找特解并改变边界

求 的一个多项式特解。若原边界 ，减去该特解后边界是否仍为0？

展开解析：方程与边界分别处理

可取 ，因为 。令 ，有 ，但边界 ，通常非零。除

非特解本身在边界为0，否则不能自动把所有数据齐次化。

1.10 · 全章复习 · 自编检查题

练习19 杜阿梅尔积分检验

全直线零初值问题 ， 常数，求解。

展开解析：积分区间长度就是关键

内积分为 ，所以 。它与 无关，故 ，两条初值为

0。

1.10 · 全章复习 · 自编检查题

练习20 波动与热的辅助初值

同样有源项 ，波动方程和热方程的齐次化辅助问题，应该把它放在哪个初值上？
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展开解析：求几次时间导数，源就在第几次出现

波动辅助问题给 ，第二次求 导数时出现源。热辅助问题给 ，第一次

求导就出现源。两者都用 累加。

1.10 · 全章复习 · 自编检查题

练习21 输运方程

解 ， ，区域为全直线。

展开解析：沿特征线累积源

。初值为 ；直接求导， 。源函数

要沿特征位置取值，不能直接写成 。

1.10 · 全章复习 · 自编检查题

练习22 径向调和函数

求二维 的径向调和函数，并说明在整个平面原点有界时能留下什么。

展开解析：先化成一阶守恒式

等价于 ，积分得 。要求原点有界则 ，只剩常数。三维对应的是

，不能把维数混用。

1.10 · 全章复习 · 自编检查题

练习23 由球外点源识别边值解

单位球内求调和函数，球面边界为 。写出一个满足条件的解，并说明奇点在哪里。

展开解析：把边界凑成距离平方

取球外点 ，则球面上 。故 在球内调和且边

界匹配。奇点在 ，不在闭单位球内。
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1.10 · 全章复习 · 自编检查题

练习24 高斯解的验证与极限

设 、 。验证 ，并说明为什么 时在 趋于0却不

意味着总量趋于0。

展开解析：用对数导数减少计算

记 。有 ， ，两者满足关系。固定

时指数衰减快于 增长，所以趋于0；但全直线积分恒为 。峰越来越窄且越来越高，不能交换点态极

限与积分。归一化后就是总量1的基本热核。

1.10 · 全章复习

42 这一章学到什么程度，再进入分离变量法

先把检查题1—13完成，确保会读方程、会建模、会写初值与边界。再做14—20，掌握行波、达朗贝尔公式

与叠加齐次化；21—24用于把特征线、径向结构与热核联系起来。

回原书时先做7、8这类“只要求写出定解问题”的题，不要额外给自己增加求完整解的任务；再做1—6与9

—10，最后处理带星号的特征线、奇偶性和半直线延拓。

下一章分离变量法会反复使用本章的齐次边界、叠加与初值数据。进入下一章前，至少应该能看到一题就

先写对“区域、PDE、初值、左右端条件”四项；这些写错，后面的级数计算再熟也解决不了原问题。

来源、编排与掌握要求

依据用户提供的严镇军《数学物理方法》扫描本数学物理方程篇·第一章整理；正文印刷页205—234上部，章末习题234—236。

扫描PDF文件页序等于印刷页码加6。按原书节序覆盖各主题，以重新讲解、推导主线和例题说明组织，未逐字复制原文。自编检

查题与原书习题分开编号，原书题号可在本章习题路线中查找；本文件不声称是全部原书习题的逐题答案册。

第一轮优先掌握能独立做题所需的概念、步骤和适用条件；背景、证明及拓展均说明用途和暂缓深究的边界。数学物理方程篇·第一

章含24道自编检查题及完整解析。公式与SVG内嵌，可离线阅读；屏幕答案默认折叠，打印时自动展开。整理日期：2026年10月

22日。
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