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数学物理方程篇·第四章学习讲义

积分变换方法

固定变换约定 → 方程与条件一起变换 → 热核与半轴边界 → 延迟和误差函数 → 留数与共振。按教材顺

序展开概念、例题、证明主线与解题条件；每章附原书习题路线和自编检查题。

严镇军教材配套讲读 教材310—324页 28道自编检查题 离线SVG公式与图解
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本章最重要的能力，是把“偏微分方程＋初始边界条件”一起变成像函数的问题，再把答案反演回来。 变

换不是只处理方程的一种符号操作；漏掉初值或边界项，得到的常微分方程就已经错了。

对应原书印刷页310—324，扫描PDF第316—330页。正文310—323页上部，习题323—324页。沿原书4.1

傅里叶变换、4.2拉普拉斯变换的顺序，展开全部六个主要例题，并补上半平面调和、有源热方程和原书习

题路线。为便于学习拆成十一节。

第一轮必须会：按本书正负号约定写导数变换；全直线用傅里叶、半直线按边界选正弦或余弦、时间初值

问题用拉普拉斯；保留非齐次边界产生的项；识别热核、延迟、误差函数、卷积和极点；把所需边界和初

值完整恢复。热核、梁振动的振荡核、波的延迟核行为不同，不能混用。

本章另有28道自编检查题与完整解析。原书只有两组大题，包含10个小题；它们在4.9逐一给出路线与关键

结果。自编题分开编号。证明段会说明它的做题用途，以及第一轮可以暂缓的部分。

学习顺序：先跟着例题写关键步骤，再独立完成检查题，最后按习题路线回到原书。证明段落均说明用途，不要求第一轮逐行

背诵。

本章目录

4.1 先固定变换约定与做题流程 教材310—312页

4.2 全直线热传导与热核 教材312—314页

4.3 梁振动的傅里叶解与振荡核 教材314—315页

4.4 半直线的正弦余弦变换与边界项 教材315—317页

4.5 拉普拉斯变换：先用已知初值消去时间导数 教材317—318页

4.6 半无限弦上的均匀时间外力 教材318—319页

4.7 半无限杆给定端温与误差函数 教材319—321页

4.8 有限弦的边界驱动与留数反演 教材321—323页

4.9 原书两组十个小题的路线与关键结果 教材323—324页

4.10 选方法与交卷前的检查 全章310—324页

4.11 二十八道自编检查题与完整解析 独立编号不对应原书题号
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数学物理方程篇·第四章 / 4.1

先固定变换约定与做题流程
教材310—312页

4.1 · 教材310—312页

01 变换的作用：把一个变量的求导换成代数运算

例如 ，对 作傅里叶变换后， 变成 ，只留下关于 的一阶ODE。对 作拉普拉斯变换后，

变成 ，只留下关于 的ODE。选哪一个，要看区域和已知数据。

每题按四步写：①定义本题像函数，注明变换变量；②变换方程和所有相关条件；③解像函数的常微分方

程并定常数；④反演、检查原条件。如果第一步都没有说对谁变换，后面很容易把 混成一团。

图 P4-1 方程与定解条件一起变换，再求像函数与反演

四步写完整：每一层条件都要带进去

1 定义像函数

注明对x还是对t变换

先固定正负号与归一化

2 变换方程和条件

初值项、端点项不能遗漏

得到闭合的像函数ODE

4 反演并验证

核卷积、延迟、误差函数

最后回到原条件逐项检查

3 解像函数问题

求通解与特解，再定常数

依远处条件删不允许分支

只变换方程却不变换初值和边界，通常无法唯一确定像函数。

读图顺序：上排从左向右、下排从右向左。每一步都能独立检查。
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4.1 · 教材310—312页

02 本书正向指数是正号，导数因子因此是负号

本讲义严格沿用本书：

在足够衰减、可分部积分的条件下，

原因是 ，边界项在上述条件下为零。别的教材若正向用 ，一阶因

子会反号，二阶不变。先看定义，再查表。

图 P4-2 正向指数的正号决定一阶导数的负i因子

本书约定：正向 exp(+iλx)，反向 exp(-iλx)/(2π)

分部积分一次

∫ f′ exp(iλx) dx

端点项为0时

得到 -iλ F(λ)

多次求导

一阶：-iλ

二阶：-λ²

四阶：+λ⁴

卷积反演：F⁻¹[F(λ)G(λ)] = f*g

此约定下，这一条乘积反演没有额外2π因子。

不同教材约定可以不同，导数符号与归一化必须成套使用。

一阶符号由正向指数决定；二阶与四阶分别给负λ²与正λ⁴。
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4.1 · 教材310—312页

03 线性位移卷积与高维公式，只记最有用的几条

线性性直接来自积分。乘指数与平移满足

本书卷积定义 ，因此 ，反过来 ，这里没

有额外的 。正向定义没带归一化因子，乘积反演就按这个约定。

维正向指数 ，反向系数 ， 。每个方向的一阶因子都按同一符号约定。

4.1 · 教材310—312页

04 傅里叶积分存在与解公式适用，不是同一个问题

原书先用逐段光滑、绝对可积等充分条件介绍变换及反演；跳跃点反演通常恢复左右极限平均。推导PDE

时还需说明求导、积分交换与边界项合法。

但得到热核公式以后，可以直接验证它适用于更广的有界连续初温，即使初温常数的普通傅里叶积分不收

敛。不能因为推导用了某组充分条件，就把它当成最终解公式唯一允许的数据；也不能把一个不收敛的普

通积分硬说成收敛。

第一轮先在光滑、衰减的数据上掌握运算；常数、正弦等有界数据可由直接代入或适当广义变换理解。完

整的分布理论可以暂缓，但需要知道正在用的公式属于哪种意义。

4.1 · 教材310—312页

05 上一章的离散模态，为什么变成频率积分

有限区间的端点把空间波数筛成离散值，解写成级数；全直线上没有两端约束，频率 连续变化，解用反演

积分拼回去。两者都把空间模式分开处理。
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图 P4-3 有限区间是离散频谱，全直线是连续频率

同样在分解空间模式：离散求和或连续积分

有限区间

边界筛选 kₙ=nπ/l 等

u = Σ qₙ(t)Xₙ(x)

全直线

频率λ连续变化

u由傅里叶反演积分拼回

离散波数 连续频率

全直线没有两端约束，不再把所有频率限制在整数倍π/l。

图下两幅仅示频率分布方式；具体频谱幅度由初始数据决定。

不必把“连续谱理论”完整证明后才能做题。需要会判断：有限区间常用特征级数；全直线适合傅里叶积

分；半直线可用正弦、余弦；时间从0开始且初值已知，常用拉普拉斯。

数学物理方程篇·第四章 / 4.2

全直线热传导与热核
教材312—314页

4.2 · 教材312—314页

06 原书例1：把初始条件也变换，才有唯一像函数

考虑 ， 、 ， ， 。定义 。在足够衰减

的初始推导中，

所以 。如果只写一般解 而没用初值，就还没有完成这道定解题。
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时间衰减率和上一章热模态一样是“扩散率乘空间特征值”；只是这里 连续，不是整数编号。

4.2 · 教材312—314页

07 高斯反演的常数：漏掉一个根号就不守恒

利用高斯积分，

教材 ，前因子就是 。热核满足 、 、 。最后一个积分是最

快的常数检查。

图 P4-4 热核展宽降峰，空间积分始终为1

κ=1：G(t,x)=exp[-x²/(4t)]/√(4πt)

-4 -2 0 2 4

t=0.2；峰值=0.6308；空间积分=1。

灰线示三个参考时刻；时间增大时降峰、展宽。

图示 t=0.2；曲线处处非负；这是单位总热量的温度分布，不是任意初温的完整解。
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4.2 · 教材312—314页

08 卷积解、初值恢复与一个高斯完整例子

由乘积反演为卷积，

时核集中到 附近，在连续点恢复 ；不能直接把 代入含 的核再积分。对可积初温总积

分保持，对有界初温温度是初值的正权平均。

例如 ， ，完成平方得

峰降低、宽度增大，总积分不变。若初温恒为 ，由核积分为1立刻得 。

图 P4-5 高斯初温的峰降低、宽度增大，总量保持

初温φ(x)=exp(-x²)，κ=1

0

当前t=0.2；橙色为演化后温度，灰色为初温。

峰降低而宽度增大，积分始终为√π。

图示 t=0.2；精确解u=(1+4t)^(-1/2)exp[-x²/(1+4t)]；当前中心温度=0.7454。
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4.2 · 教材312—314页

09 频率视角：高频衰减快，空间形状会变平滑

每个空间频率都乘 。同一时刻，频率大两倍，衰减指数里的系数大四倍；细小起伏先消失。这正是

热传导平滑形状的原因。

图 P4-6 热频率乘子按频率平方衰减

每个频率乘 e^(-λ²t)，κ=1

1

0 1 2 3 4

λ

t=0.1；λ=1时0.905，λ=3时0.407。

细小空间起伏对应高频，热传导更快削弱这些起伏。

图示 t=0.1；纵轴是频率幅度乘子，不是空间温度；λ=0的乘子为1。

热核还满足 。先演化 再演化 ，等价于直接演化 。这个性质由频域指数相乘

立刻得到，讲它是为了检查卷积和时间因子是否一致，不要求另背长积分证明。

4.2 · 教材312—314页

10 有源热方程：在空间卷积之外再积一次时间

对 、 ，变换后是 。积分因子给

反演：
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空间积分累加不同位置的源，时间积分累加过去各时刻的源；只写一个 一般不对。此式直接解

决原书习题1(2)，也是上一章齐次化原理在连续频率中的版本。

数学物理方程篇·第四章 / 4.3

梁振动的傅里叶解与振荡核
教材314—315页

4.3 · 教材314—315页

11 原书例2：四阶空间导数给λ的四次方

考虑 ，全直线初位移 、初速度零。空间变换得

这是梁的色散模型，时间频率为 ，不是弦波的 。有非零初速 时，再加 ，

处按极限 理解。

4.3 · 教材314—315页

12 Fresnel反演：先反演复指数，再取实部

令 ，利用振荡高斯积分，

取实部得到

因此零初速时 。计算主线是完成平方，再用 。

第一轮会识别这是Fresnel型振荡积分即可，完整围道计算已在复变函数积分部分提供工具。
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4.3 · 教材314—315页

13 振荡核不能当作热核，它会变号

热核在空间处处非负且绝对可积，梁核正负交替、并不作为普通绝对可积核使用。可通过先加 正则化

再取极限，或在适当的广义变换意义理解反演；对足够好的初位移，卷积表达可直接验证。

用途： 防止看到一个“核”就宣布它是概率权重、满足热方程最大值性质。第一轮不要求建立一般振荡积

分理论，但要知道热扩散和梁振动的时间乘子不同，所用反演条件也不同。

图 P4-7 梁模态的时间频率是a乘波数平方

梁：uₜₜ+a²uₓₓₓₓ=0，频率ω=aλ²

a=1，λ=1：cos(1t)

t=0 2π

a=1，λ=2：cos(4t)

t=0 2π

相同时间内，λ=2振荡4次，λ=1振荡1次。

这不是弦的ω=a|λ|，也不是热方程的指数衰减。

图只展示两个空间模式的时间因子。空间导数阶数改变，时间频率的波数依赖也改变。

4.3 · 教材314—315页

14 用一个空间模式直接检查，不必先算振荡积分

初形 、初速零时，可直接代入得到 。它不是绝对可积数据，但作为有

界经典模式可以直接验证。

若误写成 ，代入会留下 ，一般不为零。每种模型的“空间导数阶数→特征值→

时间频率”都要先从原方程算，不能凭外形套弦的频率。
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数学物理方程篇·第四章 / 4.4

半直线的正弦余弦变换与边界项
教材315—317页

4.4 · 教材315—317页

15 定义与反演：这里的2除π不能省

对 ，定义

相应反演为 ，余弦版本同理。

正弦对应奇延拓，适合零函数值端点；余弦对应偶延拓，适合零导数端点。有非齐次边界时，也可保留分

部积分产生的边界项直接处理，并非总要先齐次化。

图 P4-8 正弦对应奇延拓，余弦对应偶延拓

用f(x)=x²exp(-x²)，x≥0，示意两种延拓

奇延拓 → 正弦

0

偶延拓 → 余弦

0

零值端点常用正弦，零导数端点常用余弦。

有非零边界时，可直接保留变换产生的端点项。

图中例子在原点值与一阶导数均为零，两种延拓都与相应齐次条件相容。
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4.4 · 教材315—317页

16 二阶导数的边界项，现场分部积分两次

在无穷远相关项消失的条件下，

以余弦为例：第一次分部积分给 ，第二次积分的端点正弦为零，余下

。正弦版本则在第二次积分留下 。

给 时选正弦，给 时选余弦，常能把已知边界直接带入。 两条公式是本节必须会重建的核心，

不能把它们都写成全直线的 乘子。

图 P4-9 半直线的二阶导数变换必须保留端点项

半轴：下端点x=0的贡献不能凭空消失

正弦变换

S[u_xx] = λu(t,0) - λ² S[u]

已知端点温度 → 留下已知源 +λu(t,0)

余弦变换

C[u_xx] = -u_x(t,0) - λ² C[u]

已知端点梯度 → 留下已知源 -u_x(t,0)

两次分部积分即可重建；只在对应边界量为零时才可省略端点项。

全直线的导数乘子不能直接搬到半直线；非齐次边界通过端点项进入像ODE。

4.4 · 教材315—317页

17 原书例3：端点给定Q，像函数就有一个常数源

原题 ， ，初温零， ，无穷远温度与导数趋零。令 ，则
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后一种写法避免在 看到假奇点，也方便先反演高斯再对时间积分。于是

4.4 · 教材315—317页

18 把原书积分改写成可直接检查的误差函数形式

定义 、 。令 ，上一解等价于

对 求导，两项中的指数导数抵消，得到 ，所以边界导数确为 ；固定 、 时解趋

零。

时本解为负，是题设正温度梯度的结果；沿 方向的导热流为 。不能因为“加热应该为正”就

擅自把题设 改成 。若改用向杆内输入热流 ，应先写 ，再代入 。
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图 P4-10 正温度梯度与向杆内输入正热流的符号不同

例：a=1，t=1，u_x(0)=Q=1

u=0

端点温度低于初温0

沿+x的热流 -kQ<0

x

温度向杆内升高，导热流反而指向端点。

若给向杆内输入热流q>0，应先写u_x(0)=-q/k，再代入。

温度曲线斜率为正，热量沿温度降低方向流动；题设Q的正号不代表向杆内加热。

4.4 · 教材315—317页

19 给定端温时用正弦变换，反演出边界响应核

零初温、 时， 满足 。积分因子解出 再反演，得到

这是原书习题1(3)要求的正弦变换路线。后面用时间拉普拉斯会得到同一个核，方法不同但原问题相同，

正好互相检查。

核式先对 成立；边界应取 的极限。不能先把分子 置零后宣布边界温度为零，因为核同时集中到

，换极限与积分需要判断。

数学物理方法 数学物理方程篇·第四章学习讲义 · 积分变换方法
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数学物理方程篇·第四章 / 4.5

拉普拉斯变换：先用已知初值消去时间导数
教材317—318页

4.5 · 教材317—318页

20 选变换变量，要看能否填全导数公式里的数据

定义 。本章 表示拉普拉斯复变量， 表示傅里叶实频率，分开

使用。

所以热方程 变成 ；波动 变成

。

只要初值不是零，就不能直接把 写成 。边界同时变换，如 给 ，

给 。

4.5 · 教材317—318页

21 为什么本章多数题对时间变换

即使 都在半轴上，也不意味着两个变量同样方便。原书例1已知 的 ，正好填全二阶时间导数公

式；若对 变换，空间二阶导数还需要 的 ，题中却未给它。

因此选 更直接。不是“拉普拉斯只能变换时间”，而是优先选择能用现有数据闭合像函数问题的变量。 原

书习题2(1)就可以对空间半轴变量作拉普拉斯。

数学物理方法 数学物理方程篇·第四章学习讲义 · 积分变换方法
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图 P4-11 优先变换能够填全初值或边界数据的变量

两个变量都在半轴上，也要看哪组数据能闭合

对时间t变换

u_tt → p²U-pφ-ψ

题中φ、ψ已知，可直接带入

剩下关于x的ODE

再用空间边界与远处条件

若改对x变换

二阶空间导数需u(0)、u_x(0)

如果只给了其中一项

会引入未知端点数据

不能因区间是半轴就盲目选

优先选择能把导数公式中的条件项填全的变量。

拉普拉斯也能对空间变量变换，关键是数据是否足够。

书中半无限弦例题已给位移与速度初值，因此对时间变换更直接。

4.5 · 教材317—318页

22 半无限区域删增长指数，先看是否还有非零特解

热传导的齐次像方程有 ，波动有 。在适当右半平面取 ，随 增长的指数通

常与题设有界或衰减要求不符，应删去。

但删增长指数不等于把所有不衰减项都删掉。若源或初温是常数，像方程可能有一个非零常数特解，远处

解未必趋零。先按题设分清“解有界”“导数趋零”“解趋零”，再定常数。

第一轮会为实 选择正确根和指数，并知道一般反演在复右半平面进行即可；复杂分支围道细节只在真

正需要反演积分时展开。

4.5 · 教材317—318页

23 反演先认结构：乘积卷积指数延迟

需要熟练认出的四种结构为

数学物理方法 数学物理方程篇·第四章学习讲义 · 积分变换方法
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为单位阶跃。第一条来自卷积，第二条是延迟定理，后两条是热边界的误差函数对。 给时间平移，

一般不给一个有限到达时刻。

数学物理方程篇·第四章 / 4.6

半无限弦上的均匀时间外力
教材318—319页

4.6 · 教材318—319页

24 原书拉普拉斯例1：像方程先求特解再用边界

原题 ， ， ， ，选空间有界解。令 ，

得到

常数特解为 ，故 。删增长项 ；左端 给

。于是

远处留下 是正确的：外力作用在整根半无限弦，并没有要求远处位移为零。若强行再令远处为零，反

而会与源项不相容。

4.6 · 教材318—319页

25 先定义g，再应用延迟：一行变成分段解

令 ，则

位于 的点在 时尚未受到端点固定条件传来的影响，先按当地外力响应 运动； 时再减去

边界修正。该分段来自边界影响的到达，不是外力在那一刻才开始作用。

数学物理方法 数学物理方程篇·第四章学习讲义 · 积分变换方法
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图 P4-12 固定端的修正沿x等于at传播，外力则已在全域作用

时空图：a=1，边界修正到达线为t=x

x

t

t>x/a：g(t)-g(t-x/a)

t<x/a：当地外力响应g(t)

x=at

观察点x

外力从t=0起已作用于每处；延迟的是固定端带来的修正。

图中绿色三角区已受到边界影响；斜线右下方尚未受到边界修正，但当地外力并非为零。

4.6 · 教材318—319页

26 常外力完整例子与检查

若 ， ，因此

两项相消；固定 在 位移与速度均为零。 时 ； 时

，有 。

前沿处导数光滑性要按具体数据判断；这里位移和一阶导连续、二阶导分段，不能不加说明地称为全区域

经典解。

数学物理方法 数学物理方程篇·第四章学习讲义 · 积分变换方法
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数学物理方程篇·第四章 / 4.7

半无限杆给定端温与误差函数
教材319—321页

4.7 · 教材319—321页

27 原书例2：平方根指数来自热方程的一阶时间导数

考虑 、 、初温零、 ，选远处衰减解。时间变换得

对比波动的 ：热像方程里是 ，波动是 ，所以空间指数分别是 和 。这一步解释了扩散没

有有限波前，而理想波动有有限传播速度。

4.7 · 教材319—321页

28 恒温阶跃：erfc公式从核积分得到

若 、 ， ，则

检查： 得 ；固定 、 得0；固定 、 得0。扩散的特征长度为 ，不是 。任

意 时每个有限 已有很小但非零的响应。

数学物理方法 数学物理方程篇·第四章学习讲义 · 积分变换方法
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图 P4-13 恒温阶跃产生erfc温度剖面，扩散尺度随根号t增长

恒温端点1，a=1：u=erfc[x/(2√t)]

1

0 5

绿色为t=0.1；灰色为三个参考时刻，端点始终为1。

扩散尺度随√t增长；任何t>0时，有限远处已有微弱响应。

图示 t=0.1；当前在x=1处温度约为0.02535；没有严格的有限到达波前。

初温零与端点立刻跃到 在角点 不相容，公式按内部初值及 边界理解。这是具体数据的性质，

不是反演算错。

4.7 · 教材319—321页

29 任意端温是过去历史与边界热核的卷积

对 ，记 ，则 。因此

若 可微，还可写成 。当 有跳跃时，分成阶跃响应更方

便，不必把普通导数公式硬套过去。

数学物理方法 数学物理方程篇·第四章学习讲义 · 积分变换方法
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图 P4-14 端温降回零以后，杆内仍保留热量

端温脉冲：0<t<1为1，此后回到0

端点温度f(t)

x=1处的内部温度

t=1 t=4

端点已经降温，内部仍按过去边界历史继续扩散。

下图是E(t,1)-H(t-1)E(t-1,1)，撤去端温后并不会立刻处处为零。

例如端温加热到1后在 时降回零， ，有 。降

温后内部还存有热量，不会随着端点立刻一起归零。

4.7 · 教材319—321页

30 为什么热边界核不能直接代x等于零

每个固定 都有 ，但 ， 时权重向 集中。边界温度正是由这

团越来越尖的时间权重恢复。

讲这一点是为了避免错误交换极限与积分。第一轮不需要证明所有近似恒等算子的定理，只要记住：核公

式用于内部，边界用极限或原像条件检查；不要先把一个集中核的参数置零。

误差函数与Fresnel积分的标准定义可查NIST DLMF定义页。本讲义公式已内嵌，阅读和做题不依赖联

网。

数学物理方法 数学物理方程篇·第四章学习讲义 · 积分变换方法
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数学物理方程篇·第四章 / 4.8

有限弦的边界驱动与留数反演
教材321—323页

4.8 · 教材321—323页

31 原书例3：左端固定，右端给斜率，不是给位移

原题为 ， ，零初值，

时间变换后 ， 、 。由 ，得到

右端求导会带 ，所以分母多出 。 如果把原题当作 ，传递函数和固有频率都会改变。

4.8 · 教材321—323页

32 极点位置把上一章的混合边界频谱重新带回来

给 ，其中 、 、 。驱动还给 。

虽然出现在分母，但 ，所以是可去点，不是一个必须加留数的极点。

教材假设 ，这些非可去极点才分开为简单极点。在适当反演条件下，留数给驱动频率项与全部固有

模态项。无穷极点展开还需相应收敛与围道论证，不能只看见分母就不检查地把所有零点当简单极点相

加。

数学物理方法 数学物理方程篇·第四章学习讲义 · 积分变换方法
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图 P4-15 驱动极点与固有极点分开，可去点不能误算留数

示意p平面：Ω与固有频率不重合

Re p

Im p

+iω0

-iω0

+iω1

-iω1

+iω2

-iω2

+iΩ

-iΩ

0：可去

固有极点来自cosh(pl/a)=0；驱动极点来自p²+Ω²=0。

频率重合时检查重极点，不能继续套简单极点结果。

极点位置仅作示意，图中固有频率比例为1:3:5；p=0的分母零点被分子抵消。

4.8 · 教材321—323页

33 留数结果可以用特征展开独立校验

非共振时可选一个同时满足方程和边界的周期特解

令 ，则 左D右N齐次， 、 。投影得

这与教材把 改记为 后的留数级数一致。第一项满足非齐次斜率，后面每项在右端斜率零；初位移

零，初速度由补偿级数抵消。由此能分别检查驱动项、模态频率和系数符号。

数学物理方法 数学物理方程篇·第四章学习讲义 · 积分变换方法
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4.8 · 教材321—323页

34 共振时回到ODE或重极点，不能保留零分母

若 ，驱动极点与固有极点重合，通常形成二阶极点，时间解出现 乘振荡。上一节的周期特解因

不适用，不能继续保留其零分母。

始终可选线性提升 ，使 满足齐次混合边界，并有新源 、初速度

。按混合模态展开，每个 解受迫振子ODE；共振项单独求，或在拉普拉斯域算重极点留数。

讲这里是为了说明教材排除频率重合的假设实际用在哪里。基础题先完成非共振情形；必须会发现共振、

选择可用的提升、避免零分母。

数学物理方程篇·第四章 / 4.9

原书两组十个小题的路线与关键结果
教材323—324页

4.9 · 教材323—324页

35 习题1的三个傅里叶问题

1(1) 上半平面调和。 对 变换得 ，边界 ；由远处衰减选 。反演得到

这是半平面的泊松积分核，解的方程是拉普拉斯方程。数据要与题设远处衰减要求相容，不能一边给整个

边界恒为1、一边还要求所有无穷远方向解趋零。

1(2) 有源全直线热方程。 初温零，答案就是4.2的源项双积分；先解 ，再反演，不能漏掉

过去时间积分。

1(3) 半直线给端温。 按题目要求用正弦变换， ，初值零，得到 。完

整推导见4.4，与4.7时间拉普拉斯法相同。

4.9 · 教材323—324页

36 习题2的第1至3小题

2(1) 、 、 。对 拉普拉斯， ，再对 求导，得

。边界 ，故 ，反演 。

2(2) 杆 、左绝热、右恒温 ，初温 ，方程 。像函数为

数学物理方法 数学物理方程篇·第四章学习讲义 · 积分变换方法
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反演或留数给

长期趋 。若 ，初时右端角点不连续。

2(3) 半直线 ， 、初温 、端点零温、远处 。时间变换给

注意远处温度为 ，题设只要求导数趋零，不能擅自要求温度趋零。

4.9 · 教材323—324页

37 习题2的第4至6小题

2(4) 半无限弦初位移零、初速度常数 、左端固定、远处 。像方程给 ，所以

前沿上位移连续、导数分段，按适当较弱或分区意义理解。

2(5) 两端零温， ，初温 。时间变换或直接分模态得

。

2(6) 两端绝热，初温 ，解为 。平均值

为零，所以没有常数项；一般绝热初温不能都删常数模态。

4.9 · 教材323—324页

38 习题2第7小题：径向三维波动化成一维

原题 ，径向对称， 、 、原点有界。令 ，则

， ，初速度 。

时间拉普拉斯满足 。半轴D边界的解可写

数学物理方法 数学物理方程篇·第四章学习讲义 · 积分变换方法
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用延迟反演，把两段积分合并成奇延拓的一维波公式： 。最终

原点值由极限求，不是把 直接判为发散。教材提示的余弦积分也可经频率求导辅助正弦变换；这里给出

了时间拉普拉斯的闭合路线。

数学物理方程篇·第四章 / 4.10

选方法与交卷前的检查
全章310—324页

4.10 · 全章310—324页

39 四类变换的选择表

已知区域与数据 常用变换 必须保留的条件项

全直线空间，初值已知 对 傅里叶 初值也做空间变换

半直线给 对 正弦

半直线给 对 余弦

时间从0起，初值已知 对 拉普拉斯 、

有限区间非齐次边界 时间拉普拉斯或提升后模态 变换后的全部边界，及反演极点

数学物理方法 数学物理方程篇·第四章学习讲义 · 积分变换方法
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图 P4-16 按区域与已知数据选择变换，再检查反演结构

按空间区域、已知数据与反演结构选方法

全直线与半直线

全直线：空间傅里叶

半轴给值：正弦变换

半轴给导数：余弦变换

时间初值已知

时间拉普拉斯

热方程留下pU-φ

波动留下p²U-pφ-ψ

辨认反演结构

高斯乘子 → 热核卷积

exp(-cp) → 有限延迟

exp(-c√p) → 扩散响应

回到原问题检查

初值、边界、远处条件

可去点、零参数、共振

核的边界与初时用极限

决定像ODE是否正确的，往往是你保留了哪些条件项。

先把像函数问题闭合，再追求复杂反演；不确定符号时从定义或分部积分重建。

4.10 · 全章310—324页

40 掌握标准：先会闭合像函数问题，再追求复杂反演

第一轮必须能独立推导全直线热核、两条半轴二阶导数变换、半无限杆恒温响应、半无限弦延迟表达。能

把原书有限弦像函数正确写出来，并判断可去点和共振，说明主干已经连通。

交卷前检查五件事：原PDE的导数阶数；原初值；原边界；无穷远到底要求值还是导数；所有分母为零或

参数趋零的情形。核式在 或边界的恢复要取极限，不能直接代奇异参数。

可以暂缓的内容：一般分布理论、振荡核的完整收敛证明、无穷极点反演的全套围道估计。不能暂缓的内

容：正负号约定、边界项、初值项、卷积变量、延迟与扩散的区别。

数学物理方法 数学物理方程篇·第四章学习讲义 · 积分变换方法
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数学物理方程篇·第四章 / 4.11

二十八道自编检查题与完整解析
独立编号不对应原书题号

4.11 · 独立编号不对应原书题号 · 自编检查题

练习1 从定义决定一阶导数的符号

本书 。在端点项消失时推导 和 。

展开解析

分部积分给 。再用一次， 。一阶是负号，来自正向指数的正

号；不能混用另一种约定。

4.11 · 独立编号不对应原书题号 · 自编检查题

练习2 指数调制怎样移动频率

若 ，求 和 。

展开解析

第一式 ，因为指数合并为 。第二式令 ，得到 。不要把频率移动方向与空间

移动因子的符号混记。

4.11 · 独立编号不对应原书题号 · 自编检查题

练习3 热像函数的初值

对 、全直线初温 ，写出空间傅里叶像问题与解。

展开解析

， ，因此 。未乘初温变换的 只是核的像，不是任意初温的解。

数学物理方法 数学物理方程篇·第四章学习讲义 · 积分变换方法
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4.11 · 独立编号不对应原书题号 · 自编检查题

练习4 热核归一化

写出 的全直线热核并求其空间积分。

展开解析

。令 ，积分为 。因此卷积不会凭空改变可积初

温的总积分。

4.11 · 独立编号不对应原书题号 · 自编检查题

练习5 高斯初温的完整解

解 、全直线初温 。

展开解析

代 得到 。 恢复初温；峰值下降、宽度增加，总积分保

持 。

4.11 · 独立编号不对应原书题号 · 自编检查题

练习6 高频衰减有多快

热方程中频率 与 的初始幅度相同，扩散率1，时刻 的幅度因子分别是多少？

展开解析

分别为 与 ，高频与低频的幅度比为 。不是频率大三倍就只衰减快三倍，指数系数按频率平方增长。
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4.11 · 独立编号不对应原书题号 · 自编检查题

练习7 有源热方程不能漏时间积分

零初温的全直线 ，写解公式，说明内外两层积分的对象。

展开解析

。内层对源位置 ，外层对过去时间 。核使用剩余演化时间 ，不

能写成固定的 再乘当前源。

4.11 · 独立编号不对应原书题号 · 自编检查题

练习8 梁的时间频率

解 ，初形 、初速度零。

展开解析

这里 ，波数 ，梁角频率 ，所以 。 ，

，相加为零。

4.11 · 独立编号不对应原书题号 · 自编检查题

练习9 两个核的性质能否通用

为什么不能把梁振动核 当作热核那样的正权平均？

展开解析

含 ，会变号，且作为普通函数并非绝对可积的概率密度。热核则非负、积分

1。两者时间乘子分别是 和 ，物理行为不同。
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4.11 · 独立编号不对应原书题号 · 自编检查题

练习10 半轴二阶导数的两条公式

在无穷远端点项消失时，写出 、 。

展开解析

， 。前者需要已知端点值，后者需要端点导数；两

次分部积分即可重建，不要一律丢边界项。

4.11 · 独立编号不对应原书题号 · 自编检查题

练习11 选正弦还是余弦

零初温半无限热杆，分别给 和 。写最方便的空间变换及像ODE。

展开解析

给值选正弦， ；给导数选余弦， 。两者初值均为零。非零边

界直接进入ODE右侧，不一定要先作提升。

4.11 · 独立编号不对应原书题号 · 自编检查题

练习12 正温度梯度对应什么符号

，半轴零初温， 。写解并检查端点导数。

展开解析

。求导得 ，端点导数为2，温度相对初值为

负。这与沿杆内正向热流 为负相符。
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4.11 · 独立编号不对应原书题号 · 自编检查题

练习13 拉普拉斯导数保留初值

波动 ，初位移 、初速度 。写时间拉普拉斯后的空间ODE。

展开解析

，所以 。这里 可依赖 。初速度不能与初

位移一样再乘一个 。

4.11 · 独立编号不对应原书题号 · 自编检查题

练习14 两种指数不能都叫时间延迟

比较 与 的反演。

展开解析

第一式为 ；第二式为 ， 。前者在 严格零，后者任意 都为正。一个是有限延

迟，一个是扩散响应。

4.11 · 独立编号不对应原书题号 · 自编检查题

练习15 半无限弦边界影响到达时间

波速 、均匀外力 、初始静止、左端固定。在 处求 。

展开解析

到达时间 ， 。因此 时 ； 时

。前段外力已经在作用，尚未到达的是固定端的修正影响。

数学物理方法 数学物理方程篇·第四章学习讲义 · 积分变换方法

33 / 38



4.11 · 独立编号不对应原书题号 · 自编检查题

练习16 常初速度的半无限弦

波速 ，初位移零、初速度 、左端固定，求解并说明波前。

展开解析

，即 时 ， 时 。波前 位移连续，一阶

导数分段；在两个区域分别满足波动方程，前沿按适当较弱意义理解。

4.11 · 独立编号不对应原书题号 · 自编检查题

练习17 恒温端点的erfc响应

，半轴初温零，端点恒温5，写解与特征扩散长度。

展开解析

，所以 。扩散长度按 增长。端点极限5，固定内部点初时趋零，远处趋

零。

4.11 · 独立编号不对应原书题号 · 自编检查题

练习18 端温脉冲撤掉后会怎样

，零初温，端温在 等于1、之后为0。求 的解。

展开解析

令 。解 。端点在 的极限为 ，内部

仍有尚未消散的温升。不能在撤去端温时直接把全杆解置零。
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4.11 · 独立编号不对应原书题号 · 自编检查题

练习19 为什么不能先把边界核的x置零

。说明 时点值趋零与边界卷积恢复非零端温为何不矛盾。

展开解析

对固定 确实趋零，但 ，权重不断集中到 。点值极限不能在这里直接移入积分；边

界应取整个卷积的 极限。它是集中核的典型行为。

4.11 · 独立编号不对应原书题号 · 自编检查题

练习20 上半平面泊松核

求 内调和函数，边界 ，远处衰减。

展开解析

本约定下 。向上延拓乘 ，像为 ，反演得 。 恢复边

界，可直接验 。

4.11 · 独立编号不对应原书题号 · 自编检查题

练习21 不把全域常数初温的特解删掉

半轴 ，初温 、端点零温，远处要求 。写解及其远处极限。

展开解析

，所以 时趋 ，导数趋零。它满足题设，不能因解不趋零而删掉常数特

解。若题目改要求温度趋零，就必须重新检查数据和条件是否相容。
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4.11 · 独立编号不对应原书题号 · 自编检查题

练习22 有限混合边界热杆

、 ， ，初温恒为1。写级数及长期极限。

展开解析

减稳态2，余项初温 。 、 ，系数 。所以

，长期趋2。初时右端数据不匹配，按内部初值理解。

4.11 · 独立编号不对应原书题号 · 自编检查题

练习23 写出原书有限弦的像函数

、零初值、 。求 。

展开解析

像方程解 。右端导数为 ，故

。分母 来自链式求导。

4.11 · 独立编号不对应原书题号 · 自编检查题

练习24 可去点还是极点

对上一题的 ，判断 ，并给出 产生的极点位置。

展开解析

，故 可去，极限为 （ ）。 给 ，即

混合边界的固有频率；此外驱动项有 。
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4.11 · 独立编号不对应原书题号 · 自编检查题

练习25 共振会怎样改变反演

有限弦右端驱动频率等于某一固有频率时，为什么不能继续用简单极点级数？给一个可用的提升。

展开解析

驱动极点与固有极点重合，通常成为二阶极点，反演产生 乘振荡项。可取 满足两端原边界，

齐次化后用模态ODE求解。不能在非共振结果中留下 的分母。

4.11 · 独立编号不对应原书题号 · 自编检查题

练习26 混合偏导的拉普拉斯题

求 ， 、 。

展开解析

对 拉普拉斯， ， ，所以 。反演

，直接求混合偏导为2，两个边界都满足。

4.11 · 独立编号不对应原书题号 · 自编检查题

练习27 三维径向波在原点取极限

对 ，求 极限，并检查初速度。

展开解析

分子在 为零，对 求导得 ，除以 ，极限 。对 求导再令 ， 时得

，原点为1，与初速度连续匹配。
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4.11 · 独立编号不对应原书题号 · 自编检查题

练习28 分辨遗漏了什么

有人对半轴热方程直接写 ；另有人对非零初位移波动直接写 。各漏了什

么？

展开解析

前者漏端点项 ，只有该导数为零时才可省。后者漏 ，只有两条初值都为零才可

省。变换后ODE看起来再熟悉，也不能替代对原数据的逐项带入。
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